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Seit Juli 2012 besteht der DFG Sonderforschungsbereich/
Transregio 109 mit dem Titel ,,Diskretisierung in Geo-
metrie und Dynamik®.! Beteiligt sind die Technische Uni-
versitit Berlin (Sprecheruniversitit), die Technische Uni-
versitit Miinchen und einzelne Mathematiker der Frei-
en Universitdt Berlin und der Technischen Universititen
Wien und Graz.

Wir beschiftigen uns, ganz allgemein gesagt, mit der Dis-
kretisierung von Begriffen und Methoden zweier klassi-
scher Gebiete der Mathematik: der Differentialgeome-
trie und der Theorie der Dynamischen Systeme. Beide
Disziplinen beschreiben ihre Forschungsgegenstinde ty-
pischerweise durch Differentialgleichungen. Unter ,,Dis-
kretisierung* versteht man generell Verfahren, die Diffe-
rentialgleichungen in Differenzengleichungen mit endlich
vielen oder abzihlbar vielen Variablen verwandeln. Aber
selbst eine Diskretisierung, die ein glattes dynamisches
System mit noch so hoher Genauigkeit approximiert, ist
in der Regel ungeeignet, wenn man an qualitativen Eigen-
schaften des Systems interessiert ist. Eine ,,gute Diskre-
tisierung in unserem Sinne sollte vielmehr die wesentli-
chen qualitativen Eigenschaften des glatten Systems wi-
derspiegeln. Wenn zum Beispiel im glatten System die
Energie erhalten bleibt, sollte es auch nach der Diskre-
tisierung eine entsprechende ErhaltungsgréBe geben. Die
moderne Theorie der dynamischen Systeme verwendet
die Sprache der Differentialgeometrie, und das Teilgebiet,
das sich mit solchen strukturerhaltenden Diskretisierun-
gen beschiftigt, heiBt ,,geometrische Integration®.

Auch in der Differentialgeometrie haben sich struktur-
erhaltende Diskretisierungen als niitzlich erwiesen. Hier
betrachtet man zum Beispiel polygonale Kurven und poly-
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Abbildung |. Die Form eines diinnen, an den Enden festgehaltenen
elastischen Stabes wird durch dieselbe Differentialgleichung beschrie-
ben wie die Bewegung eines Kreisels (Kirchhoffsche Analogie).
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edrische Flichen mit bestimmten Eigenschaften, die quali-
tativ das gleiche Verhalten zeigen wie die entsprechenden
glatten Kurven und Flachen, die in der klassischen Dif-
ferentialgeometrie untersucht und fiir gewohnlich durch
nichtlineare partielle Differentialgleichungen beschrieben
werden. Als Name fiir dieses Gebiet an der Schnittstel-
le von Differentialgeometrie und Diskreter Geometrie
hat sich das Oxymoron ,,Diskrete Differentialgeometrie®
eingeblirgert [3].

In diesem Artikel wollen wir anhand eines konkreten und
moglichst einfachen und anschaulichen Beispiels, das iib-
rigens wohlbekannt oder sogar klassisch ist, einige kenn-
zeichnende Gesichtspunkte unserer Forschungsrichtung
darstellen: das Wechselspiel von Differentialgeometrie
und Dynamischen Systemen, zwischen glatter und diskre-
ter Theorie sowie zwischen theoretischen Fragestellun-
gen und praktischen Anwendungen.

| Geometrie und Dynamik: elastische Kurven
und sphérische Pendel, elastische Stibe und
Lagrange-Kreisel

Wir beginnen unsere Betrachtungen bei der klassischen
Kirchhoffschen Analogie. Damit bezeichnet man die Tatsa-
che, dass die Form eines diinnen, an den Enden festge-
haltenen elastischen Stabes durch dieselbe Differential-
gleichung beschrieben wird wie die Bewegung eines Krei-
sels (siehe Abbildung I). Fir das Weitere ist ein Spezial-
fall der Kirchhoffschen Analogie besonders wichtig, dem
wir uns zunichst zuwenden: Die Form einer sogenannten
elastischen Kurve entspricht der Bewegung eines sphari-
schen Pendels. Ein Sonderfall dieses Spezialfalls, namlich
die ebenen elastischen Kurven, wurde bereits von Euler
behandelt [7] (Abbildung 2).

Eine nach der Bogenlinge parametrisierte Raumkurve

v R, =1

heiBt elastische Kurve, wenn sie eine kritische Kurve der
Biegeenergie

L
Ex) =3 /O W2(s) ds ()

ist, wobei
//H

k= |y

die Kriimmung der Raumkurve bezeichnet. Dabei sind
zur Variation nur nach der Bogenlinge parametrisierte
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Abbildung 2. Ebene elastische Kurven in Eulers Buch iiber Variati-
onsrechnung [7]

Kurven mit festen Enpunkten +(0), v(L) und festen End-
tangenten +'(0), 7/(L) zugelassen.

Als ndchstes wollen wir dieses Variationsproblem fiir
elastische Kurven so umformulieren, dass wir ein Variati-
onsproblem fiir den Einheitstangentialvektor

T=+ @

erhalten. Dieser bestimmt natiirlich die Kurve ~ bis auf
eine Translation:

S
+(s) =(0) + / T(u) du. @)
0
Eine spharische Kurve
TSR, T =1 4)

ist genau dann der Einheitstangentialvektor einer elasti-
schen Kurve (3), wenn sie eine kritische Kurve des Funk-

tionals
1 t ! 2
LG
0

ist, wobei zur Variation nur sphirische Kurven mit festen
Endpunkten T(0) und T(1) zugelassen sind, die auBer-
dem das Integral

L
| T =) -0 e 5)
0
unverindert lassen.
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Wenn wir jetzt noch Lagrange-Multiplikatoren p € R3
fur die Zwangsbedingung (5) einfiihren, erhalten wir fol-
gendes Variationsprinzip:

Eine spharische Kurve (4) ist genau dann Einheits-
tangentialvektor einer elastischen Kurve (3), wenn sie fiir
ein p € R3 eine kritische Kurve des Funktionals

S(T) = /O L GIT I~ (p.T()) ds (@)

ist, wobei nur spharische Kurven mit festen Endpunkten
zur Variation zugelassen sind.

Der Integrand in Gleichung (6) ist aber gerade die
Lagrange-Funktion eines sphirischen Pendels: Die kine-
tische Energie ist % || 7|l %, und die potentielle Energie ist
(p, T). Hierbei interpretieren wir s als die Zeit und —p
als den Schwerkraftvektor. (Die Masse kann man als ge-
meinsamen Faktor auch weglassen, und die Pendellinge
kommt nicht vor, weil wir sie als Langeneinheit wihlen.)
Also ist 5(T) das Wirkungsfunktional fiir das spharische
Pendel, und kritische Kurven beschreiben dessen Bewe-
gung.

Damit ist die Kirchhoffsche Analogie fiir den Spezialfall
von elastischen Kurven und sphirischen Pendeln gezeigt.
Fur den allgemeinen Fall von elastischen Staben muss man
auBer der Kriimmung auch die Torsion eines diinnen Sta-
bes beriicksichtigen. Wir ergianzen den Tangentialvektor
T durch zwei Normalenvektoren N; und N> zu einer po-
sitiv orientierten Orthonormalbasis und betrachten glat-
te Kurven

F:[0,1] — SO(3),
F(s)=(T(s) Mi(s) Na(s))

in der speziellen orthogonalen Gruppe SO(3). Solch ein
Rahmen F bestimmt durch (3) eine Raumkurve ~ (bis auf
Translation), und zusatzlich beschreiben die Normalen-
vektoren Nj, Ny eine Verdrillung lings ~. Ein elastischer
Stab ist eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve
~ mit einem Rahmen F, der kritische Kurve des Energie-
funktionals

@

L
E(F)=3 /O (K*(s) + ar’(s)) ds, @®)

ist. Dabei ist
7= (Ng, N) %)

die Torsion des Rahmens und o € R eine Konstante,
die das Verhiltnis von Torsionssteifheit und Biegesteifheit
des Stabes beschreibt. Zur Variation sind nur Kurven mit
Rahmen mit festen Endpunkten F(0), F(L) zugelassen,
die auBerdem das Integral (5) unverindert lassen.

Wenn man wieder Langrange-Multiplikatoren p € R fiir
die Zwangsbedingung (5) einfiihrt, erhilt man unter Be-
riicksichtigung von

K= TP = (T, N)2 + (T, No)?
mit

ki = (T, N;)
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das Wirkungsfunktional

L
sF) = [ (5 (E@+mde)+ar’(s) ~(p. T(2)) s

des Lagrange-Kreisels. Dieses dynamische System be-
schreibt die Bewegung eines rotationssymmetrischen
starren Korpers, der sich unter Einfluss der Schwerkraft
bewegt, wobei ein Punkt auf der Rotationsachse festge-
halten wird — einfach gesagt: einen Kreisel mit spitzer
Spitze, die nicht ,wandert®. Hierbei interpretieren wir
s als die Zeit, —p als den Schwerkraftvektor, k1, k2, T als
die Komponenten des Winkelgeschwindigkeitsvektors im
korperfesten Koordinatensystem und « als eine Konstan-
te, die das Verhiltnis der Trigheitsmomente senkrecht
und parallel zur Symmetrieachse beschreibt.

Aus der Euler—Lagrange-Gleichung des Variationsprinzips
kann man folgende Charakterisierung von elastischen
Kurven und Stiaben herleiten [4]:

Die Torsion 7 eines elastischen Stabes ist konstant, und
die Kurve  geniigt der Differentialgleichung

7' xq"+ ey =pxvy+b, (10)

wobei p, b € R geeignete Konstanten sind und ¢ = ar.
Erfiillt umgekehrt eine nach Bogenlinge parametrisierte
Kurve ~ die Differentialgleichung (10), dann beschreibt
sie zusammen mit einem Rahmen konstanter Torsion
T = ¢/« einen elastischen Stab.

Elastische Kurven entsprechen dem Spezialfall « = 0. Die
Normalenvektoren und somit iiberhaupt die Wahl eines
Rahmens spielen dann keine Rolle. Die entsprechende
Differentialgleichung fiir elastische Kurven ist demzufol-

ge
7' x 4" =pxy+b. ()

2 Diskrete elastische Kurven

Statt glatten Kurven, die nach der Bogenlinge parametri-
siert sind, betrachten wir nun Polygonziige mit Kanten-
linge 1. Die Ecken bezeichnen wir mit

’)/17 77[_7
die Kantenvektoren mit
T; =41 — Vs
wobei || T;|| = 1.

Welche GréBe soll man als die Kriimmung von solchen
diskreten bogenldngenparametrisierten Kurven auffassen? Es
stellt sich heraus, dass fiir unsere Zwecke

/ﬁj:2tan% (12)
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Abbildung 3. Der AuBenwinkel ¢ einer diskreten Kurve

eine gute Definition der diskreten Kriimmung ist, wobei ¢;
der AuBenwinkel an der Ecke ~; ist (siehe Abbildung 3).
Um diese Definition umfassend zu begriinden, miissten
wir tiefer in die Theorie der integrablen Systeme ein-
steigen, als hier moglich ist. In den Abschnitten 3 und 4
wollen wir versuchen, eine Ahnung vom gréBeren Zu-
sammenhang zu vermitteln. An dieser Stelle begniigen
wir uns mit einer geometrischen Motivation: Die Kriim-
mung einer glatten Kurve ist der Kehrwert des Radius
des Schmiegkreises. Analog dazu ist die diskrete Krim-
mung (12) der Kehrwert des Radius des Kreises, der zwei
aufeinanderfolgende Kanten in ihren Mittelpunkten be-
rihrt.

Wenn nun die ,Rickstellkraft einer diskreten Kurve
gleich der diskreten Kriimmung (12) ist, dann ist die Bie-
geenergie pro Ecke gleich

¢
/ 2tan t dt = 74|ogcos? =2log (1 + tan? ?)
o 2 2 2
Wir definieren also: Eine nach der Bogenlinge parame-
trisierte diskrete Kurve ist eine diskrete elastische Kurve,
wenn sie ein kritischer Punkt der diskreten Biegeenergie

L1 ‘
Es(7) = 2log (1 ¥ (%)2) (13)
=

ist, wobei die Endpunkte o und ~, festgehalten wer-
den. Wegen der Kirchhoffschen Analogie beschreiben die
Kantenvektoren einer diskreten elastischen Kurve die
Bewegung eines in der Zeit diskretisierten spharischen
Pendels.

Ebenso gibt es auch eine diskrete Version des Ener-
giefunktionals (8). Diese liefert gleichzeitig eine Dis-
kretisierung von elastischen Stiben und von Lagrange-
Kreiseln [4][5]. Abbildung | zeigt in Wirklichkeit eine
diskrete elastische Kurve und einen diskreten Lagrange-
Kreisel. Eine modifizierte Version dieses Energiefunktio-
nals fiir diskrete elastische Stibe liefert in Anwendun-
gen erstaunlich realistische Simulationen (Abbildungen 4

und 5).
= ~
N q&‘\
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Abbildung 4. Elastischer Stab in Experiment (oben) und Simulation
(unten), aus [2]
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Abbildung 5. ,,Elastischer Knoten“ in Experiment und Simulation,
aus [2]

3 Elastische Kurven und Rauchringe

In diesem Abschnitt wollen wir einen Zusammen-
hang zwischen elastischen Staben und dem sogenannten
Rauchring-Fluss beschreiben, einem dynamischen System
aus der Flussigkeitsmechanik. Diese Verbindung wurde
zuerst von Hashimoto bemerkt [9].

Betrachten wir eine inkompressible nicht-viskose Fliissig-
keit, die den ganzen IR® ausfiillt. Unter geeigneten Annah-
men? ist das Geschwindigkeitsvektorfeld v der Strémung
durch die Wirbelstdrke

w =rotv (14)

eindeutig bestimmt, und zwar gilt die Biot—Savart-Formel

1 X—2z
v(x)_E/NWXw(z)dz. (15)

Die Bewegung der Flissigkeit wird dann durch die
Helmholtz-Gleichung fiir die Wirbelstirke beschrieben:

W = [w, v], (16)

wobei [w,v] = Vuv — Vyw die Lie-Klammer ist. Geo-
metrisch bedeutet die Bewegungsgleichung (16) einfach,
dass sich das Rotationsvektorfeld w ,mit der Fliissigkeit
mitbewegt".

Das fiir einen Rauchring typische Stromungsmuster ent-
steht, wenn die Wirbelstirke in einer schlauchférmigen
Umgebung um eine geschlossene Kurve v konzentriert
ist und lings des Schlauches ausgerichtet ist. Betrachten
wir nun den Grenzfall, in dem die Dicke des Schlauches
verschwindet und somit die Wirbelstirke nach Art einer
0-Funktion lings der Kurve konzentriert ist. Aus Glei-
chung (15) wird dann

r x —(s)

yrly T x ~'(s) ds, (17)

v(x) = —
wobei I die Zirkulation der Wirbelstarke langs «y ist. Um
die Bewegung des Wirbelfadens v zu bestimmen, der
mit der Flissigkeit ,,mitschwimmt*, misste man das Ge-
schwindigkeitsfeld v auf der Kurve ~ auswerten. Leider
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Abbildung 6. Evolution eines Ovals unter dem Rauchring-Fluss,
aus [10]. In diesem Beispiel ist die Form der Kurve so gewdhlt, dass
sie sich unter periodischer Formdnderung vorwdrtsbewegt.

Abbildung 7. Evolution eines Polygons unter dem doppelt diskreten
Rauchring-Fluss, aus [10]

ist das Integral (17) dort divergent. Man kann sich da-
durch behelfen, dass man gleichzeitig mit dem Schlauch-
radius auch die Wirbelstirke gegen Null gehen lasst. Man
erhdlt dann folgende Differentialgleichung fiir die Bewe-
gung des Wirbelfadens:

y=7"xv". (18)

Diese Evolutionsgleichung wird localized induction appro-
ximation oder einfach Rauchring-Fluss genannt. Sie wurde
vermutlich erstmals 1906 von Da Rios, einem Doktoran-
den Levi-Civitas, veroffentlicht, um dann vergessen und
mehrfach wiederentdeckt zu werden [I3]. Abbildung 6
zeigt die Evolution einer geschlossenen Kurve unter dem
Rauchring-Fluss.

Geometrisch kann man den Rauchring-Fluss (18) so be-
schreiben: Die nach der Bogenlinge parametrisierte Kur-
ve v bewegt sich in Richtung des Binormalenvektors (al-
so senkrecht zum Tangentialvektor T und zum Krim-
mungsvektor 7'') und zwar mit der Geschwindigkeit x,
der Krimmung der Kurve. Dabei behilt v die Bogen-
langenparametrisierung bei. (Letzteres gilt fiir alle Flisse
senkrecht zur Tangentialrichtung.)

Der Zusammenhang mit elastischen Kurven und Stiaben
ist folgender: Eine nach der Bogenlinge parametrisier-
te Kurve bewegt sich genau dann unter dem Rauchring-
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Fluss, ohne ihre Form zu veriandern, wenn sie einen elas-
tischen Stab beschreibt. Das folgt aus dem Vergleich der
Differentialgleichungen (18) und (10). Die Evolution eines
elastischen Stabes ist

y=—cy +pxy+b.
Dies ist eine Superposition des Tangentialflusses

y=, (19)
der einfach eine fortschreitende Parameterverschiebung

7t(s) = v0(s + 1)
bewirkt, und des Flusses

y=pxXvy+b,

der eine euklidische Bewegung der Kurve bewirkt. (Die
Lie-Algebra der euklidischen Gruppe des R besteht ge-
rade aus den Vektorfeldern der Form v(x) = p X x + b.)

4 Integrabilitit und Diskretisierung

Fir die hier betrachteten dynamischen Systeme ist
der Schliissel zur Diskretisierung die Integrabilitit. Der
Lagrange-Kreisel ist ein Hamiltonsches System, das inte-
grabel im Sinne von Liouville ist. Der Konfigurationsraum
50(3) ist dreidimensional, und die drei Erhaltungsgro-
Ben sind die Energie und die Komponenten des Dreh-
moments in Richtung der Kreiselachse und in Richtung
der Schwerkraft. Die letzten beiden entsprechen kom-
mutierenden Symmetrien des Systems: Drehung um die
Kreiselachse und um die vertikale Achse.

Der Rauchring-Fluss ist ebenfalls ein integrables System.
Allerdings ist der Konfigurationsraum — der Raum der
Kurven — unendlichdimensional, und Integrabilitit ist in
einem etwas anderen Sinne zu verstehen. Die moder-
ne Theorie der integrablen Systeme ist ein sehr wei-
tes und nicht gerade leicht zugangliches Feld. Das fangt
schon damit an, dass es nicht einmal eine griffige all-
gemeingliltige Definition von Integrabilitit gibt [15]. Fir
diskrete Systeme ist die Situation allerdings besser. Dis-
krete integrable Gleichungen konnen einheitlich durch
Konsistenzeigenschaften auf bestimmten Gittern charak-
terisiert werden [6].

Jedenfalls zeichnet sich der Rauchring-Fluss (18) durch
unendlich viele ErhaltungsgroBen aus. Zum Beispiel ist fiir
geschlossene Kurven der Flicheninhaltsvektor

AG) =5 P ats) % (5) o

konstant. Seine drei Kompenenten sind die orientierten
Flacheninhalte der Projektionen der Kurve auf die Ko-
ordinatenebenen. Eine andere Konstante der Bewegung
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ist die Biegeenergie (I). Wiahrend der Flicheninhaltsvek-
tor mit einer offensichtlichen Symmetrie des Systems zu
tun hat, namlich mit der Invarianz beziiglich Euklidischer
Bewegungen, ist dies fiir die Biegeenergie nicht der Fall.
Man spricht von versteckten Symmetrien. Sie bilden eine
unendliche Folge von kommutierenden Fliissen und sind
ein Kennzeichen der integrablen Systeme mit unendlich
vielen Freiheitsgraden.

Der springende Punkt ist nun, dass man bei der Diskreti-
sierung des Rauchring-Flusses (und somit von elastischen
Staben und Lagrange-Kreiseln) die integrable Struktur er-
hdlt. Das ist in der Tat moglich. Ein integrables Analogon
zum Rauchring-Fluss fiir bogenlangenparametrisierte dis-
krete Kurven (s. Abschnitt 2) ist der diskrete Rauchring-

Fluss:
2 TJ X ijl

1+ <TJ7 Tj*l) .
(Die entsprechende Evolutionsgleichung fiir T ist als klas-
sische Heisenberg-Spinkette bekannt [8].) Die Bewegung
einer Ecke ~; ist senkrecht zu den anliegenden Kanten
T;—1 und T;, und die Geschwindigkeit ist «;, die diskrete
Krimmung (12). Der diskrete Rauchring-Fluss erhilt den
Flacheninhaltsvektor

1
D) E Vi X Vj+1
J

und die diskrete Biegeenergie (13) von geschlossenen bo-
genlangenparametrisierten diskreten Kurven. Die diskre-
ten elastischen Kurven sind genau die Kurven, die sich
unter dem diskreten Rauchring-Fluss bewegen, ohne ihre
Form zu dndern.

i = (20)

Der kontinuierliche Rauchring-Fluss (18) kommutiert of-
fensichtlich mit dem Tangentialfluss (19), der ja nur eine
Umparametrisierung bewirkt. Es gibt auch ein diskretes
Analogon des Tangentialflusses. Der diskrete Tangential-
fluss fiir bogenlangenparametrisierte diskrete Kurven
5= Ti+Tia

1+ (T}, Tj-1)
ist (bis auf einen konstanten Faktor) dadurch eindeutig
charakterisiert, dass er die Kantenldngen erhilt und dass
7j kollinear mit T;_; + T; 1 ist.

Der diskrete Tangentialfluss kommutiert mit dem diskre-
ten Rauchring-Fluss. Der diskrete Rauchring-Fluss ist so-
gar der einzige Fluss in Richtung von T; x T;_1, der mit
dem Tangentialfluss kommutiert!

5 Rauch aus Rauchringen

Eine Anwendung des diskreten Rauchring-Flusses ist die
Simulation von Fliissigkeitsstrémungen, indem man so-
zusagen Rauch aus Rauchringen zusammensetzt (Abbil-
dung 8). Man kann sich namlich das divergenzfreie Wir-
belfeld (14) als eine Faserung des Raumes durch Rauch-
ringe vorstellen, die sich mit der Flissigkeit mitbewegen,
wobei sie deren Geschwindigkeitsfeld nach dem Gesetz
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Abbildung 8. Simulation von Rauch mit Hilfe diskreter Rauchringe
(Abbildung: Ulrich Pinkall, Steffen Weilmann)

Doppelt diskreter Rauchring-Fluss
(Abbildung: Ulrich Pinkall)

von Biot—Savart induzieren [1]. Die Idee ist nun, das Wir-
belfeld durch endlich viele polygonale Rauchringe zu er-
setzen.

Bis zu einem brauchbaren Verfahren sind dann aller-
dings noch einige Schritte notig. Erstens bendtigt man
einen Rauchring-Fluss, der auch in der Zeit diskreti-
siert ist, den sogenannten doppelt diskreten Rauchring-
Fluss [10] (Abbildungen 7 und 8). Zweitens beschreibt
der Rauchring-Fluss als localized induction approximation
nur die Nahwirkung eines Wirbelfadens auf sich selbst.
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Um auch die Fernwirkung realistisch zu beschreiben,
muss man zum Rauchring-Fluss eine weitere Kompo-
nente hinzufiigen [12]. SchlieBlich muss man verhindern,
dass sich die polygonalen Wirbelfiden zu sehr verhed-
dern. AuBerdem mochte man nicht nur die Bewegung
einer Flissigkeit beschreiben, die den gesamten Raum
ausfiillt. In das Modell miissen noch Hindernisse einge-
baut werden, um die die Flissigkeit herumstrémen muss.
Als Ergebnis erhilt man ein effizientes Verfahren zur Si-
mulation von Fliissigkeitsstréomungen, das zum Beispiel in
der Computergrafik zur Darstellung von Rauch einge-
setzt wird [14] (Abbildung 9). Ein unverzichtbares dra-
matisches Mittel in Actionfilmen und vielen Computer-
spielen ist schlieBlich, dass rundherum alles in die Luft
fliegt und hinterher Rauch aufsteigt. Damit der simulier-
te Rauch realistisch aussieht, ist es wichtig, dass die Si-
mulation wichtige qualitative Eigenschaften des physika-
lischen Systems korrekt wiedergibt. Deshalb sind auch
hier strukturerhaltende Diskretisierungen von Vorteil.

Anmerkungen

I. Die Website ist http://www.discretization.de

2. Zum Beispiel: Das Geschwindigkeitsvektorfeld ist glatt und
verschwindet im Unendlichen, und die Wirbelstirke hat kom-
pakten Trager.
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